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概念

背包问题是一类经典的组合优化问题，属于动态规划（DP）的核心研究对象。其严格
定义可以概括为：
给定一组物品，每个物品有两个核心属性：

重量（weight）：通常用 w[i] 表示第 i 个物品的重量（或消耗的资源量）；

价值（value）：通常用 v[i] 表示第 i 个物品的价值（或带来的收益）。

同时给定一个背包容量，用 C 表示（即背包最多能承载的总重量）。
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状态定义

设dp[i][j]表示“考虑前 i 种物品，且背包容量为 j 时，能获得的最大价值”。

其中 i 的范围是 0 到 n（0 表示不考虑任何物品），j 的范围是 0 到 m（0 表示背包容量为 0）。

 状态转移逻辑

对于第 i 种物品，有两种决策：不选择第 i 种物品：此时背包内的物品仍为前 i-1 种，最大价值与
dp[i-1][j]相等，即dp[i][j] = dp[i-1][j]。 

选择第 i 种物品：需满足背包容量 j ≥ 物品重量 w [i]（能装下该物品）。此时的最大价值为 “放入
该物品前的最大价值” 加上 “该物品的价值”，即dp[i-1][j - w[i]] + c[i]。这里用i-1是因为第 i 
种物品只能选一次，放入后就不能再选，需基于前 i-1 种物品的状态计算。

最终取两种决策的最大值：dp[i][j] = max(dp[i-1][j], dp[i-1][j - w[i]] + c[i])（当 j ≥ w [i] 
时）。
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优化：
在一维优化中，我们定义：
dp[j] 表示 “当前考虑过的物品中，容量为 j 的背包能装下的最大价值”。

需要注意：随着外层循环（遍历物品）的推进，dp[j] 的含义会动态更新 —— 
每处理完一个物品，dp[j] 就表示 “考虑前 i 个物品时，容量 j 的最大价
值”。
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回顾二维数组的状态转移：
dp[i][j] = max(dp[i-1][j], dp[i-1][j - w[i]] + c[i])
观察发现：

计算 dp[i][j] 只需要 上一行（i-1 层）的数据，不需要更早的行（如 i-2、i-3 
等）。

二维数组中，第 i 行的所有数据只依赖第 i-1 行，因此可以用一个一维数组 “覆
盖” 上一行的数据，无需保留完整的二维表。
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状态定义 ​
用dp[j]表示 “背包容量为 j 时能获得的最大价值”。
一维数组需通过反向遍历确保每个物品仅被选择一次。 ​
状态转移方程 ​
对于第 i 种物品，内层循环从容量 m 反向遍历至物品重量 w [i]，此时： ​
dp[j] = max(dp[j], dp[j - w[i]] + c[i]) ​
反向遍历的原因：若正向遍历，dp[j - w[i]]会先被更新（包含第 i 种物品），导致同
一物品被多次选择（违背 01 背包约束）；反向遍历则保证dp[j - w[i]]仍为上一轮（i-
1 种物品）的状态，确保物品只选一次。
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完全背包
状态定义

设dp[i][j]表示 "考虑前 i 种物品，背包容量为 j 时能获得的最大价值"。

状态转移

对于第 i 种物品，有两种选择：

不选第 i 种物品：价值与只考虑前 i-1 种物品相同，即dp[i][j] = dp[i-1][j]。

选第 i 种物品：若背包容量 j ≥ 物品重量 w [i]，则可选择该物品（且可重复选），价值为
dp[i][j-w[i]] + c[i]（选择后仍可继续选第 i 种物品）。

取两种选择的最大值：dp[i][j] = max(不选的价值, 选的价值)。

初始状态

当 i=0（无物品）或 j=0（容量为 0）时，最大价值均为 0，即dp[0][j] = 0和dp[i][0] = 0。

关键区别：

完全背包允许重复选

而 0-1 背包禁止重复选
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状态定义
用 dp [j] 表示 "背包容量为 j 时能获得的最大价值"。
一维数组需通过正向遍历允许物品被多次选择。
状态转移方程
对于第 i 种物品，内层循环从物品重量 w [i] 正向遍历至容量 m，此时：
dp [j] = max (dp [j], dp [j - w [i]] + c [i])
正向遍历的原因：若正向遍历，当计算 dp [j] 时，dp [j - w [i]] 已经是本轮（考
虑第 i 种物品）更新过的状态，这意味着可以包含之前选择的第 i 种物品，从而实现
了同一物品的多次选择；正向遍历保证了物品可以被重复选取
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