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讲评 我们从递归定义出发推导  A(1, n)  ：

已知  m = 1  ，根据递归规则，当  m > 0  且  n > 0  时， A(1, n) = A(0, A(1, n - 1))  。

又因为基础规则 1（ m = 0  时  A(0, x) = x + 1  ），所以  A(0, A(1, n - 1)) = A(1, n - 1) + 1  ，即：

 A(1, n) = A(1, n - 1) + 1 

这是一个递推关系，我们可以通过展开递推式求解通项：

当  n = 1  时，先求  A(1, 0)  ：根据基础规则 2（ m > 0  且  n = 0  ）， A(1, 0) = A(0, 1)  ；再由基础
规则 1， A(0, 1) = 1 + 1 = 2  ，所以  A(1, 0) = 2  。

当  n = 1  时， A(1, 1) = A(1, 0) + 1 = 2 + 1 = 3  ；

当  n = 2  时， A(1, 2) = A(1, 1) + 1 = 3 + 1 = 4  ；

以此类推，可归纳出  A(1, n) = A(1, 0) + n  。

由于  A(1, 0) = 2  ，所以：

 A(1, n) = n + 2 



讲评

已知  m = 2  ，根据递归规则，当  m > 0  且  n > 0  时， A(2, n) = A(1, A(2, 
n - 1))  。
又因为已推导出  A(1, x) = x + 2  （ A(1, n)  的通项公式 ）
所以  A(1, A(2, n - 1)) = A(2, n - 1) + 2  ，即：
 A(2, n) = A(2, n - 1) + 2 

同样通过递推关系求解通项：
先求  A(2, 0)  ：根据基础规则 2（ m > 0  且  n = 0  ）， A(2, 0) = A(1, 
1)  ；由  A(1, n)  的通项公式， A(1, 1) = 1 + 2 = 3  ，所以  A(2, 0) = 
3  。

当  n = 1  时， A(2, 1) = A(2, 0) + 2 = 3 + 2 = 5  ； 
当  n = 2  时， A(2, 2) = A(2, 1) + 2 = 5 + 2 = 7  ；
以此类推，可归纳出  A(2, n) = A(2, 0) + 2n  。
由于  A(2, 0) = 3  ，所以：
 A(2, n) = 2n + 3 



讲评

函数表达式 依赖的前置结果 计算过程 最终结果

 A(3, 0)  A(2, 1)  2 * 1 + 3 5

 A(3, 1)  A(3, 0)  2 * 5 + 3 13

 A(3, 2)  A(3, 1)  2 *13 + 3 29

 A(3, 3)  A(3, 2)  2 * 29 + 3 61

 A(3, 4)  A(3, 3)  2 * 61 + 3 125



传引用

1.值传递：函数用变量名做参数，修改的是副本，不影响原值

2.引用传递：函数用&变量名做参数，修改的是原值本身

一、值传递（不会修改原值）

可以想象成 "复印文件"：

你有一份作业（原变量）

同学想参考，你复印了一份给他（函数参数是副
本）

同学在复印件上修改（函数内部操作）

你的原件不会有任何变化

二、引用传递（会修改原值）

可以想象成 "直接给别人你的作业本"：

你把自己的作业直接给同学（函数参数是原变量
的别名）

同学在你的作业本上修改（函数内部操作）

你的原件会跟着改变
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‘低’精度

数据类型 位宽（二进制位数） 符号位（是否区分正负） 十进制范围（近似值）

int 32 位 有（最高位为符号位） -2^31 ~ 2^31 -1（-21 亿～
21 亿）

unsigned int 32 位 无（所有位都存数值） 0 ~ 2^32 -1（0 ~ 42 亿）

long long 64 位 有（最高位为符号位） -2^63 ~ 2^63 -1（-9e18 ~ 
9e18）



高精度 T E A C H I N G  
C O U R S E W A R E  



高精度

这就是 “高精度计算” 的必要性 —— 当数字超过unsigned long long的最大范围
（1.8e19），或者需要处理几百位的大数字时，必须用 “数组 / 字符串按位存储” 的
方式，模拟竖式运算来计算，这就是我们接下来要学的 “高精度”。



高精度加减 T E A C H I N G  
C O U R S E W A R E  



高精度加减

模拟竖式加法，逐位算 + 处理进位
代码完全复刻竖式加法的逻辑
从低位（数组下标0）到高位（数组下标max(n1,n2)-1）逐位计算，同时处理每一步的
进位：
初始化关键变量：jin表示进位，初始化为0（每一位相加前无进位）；
len取两个加数的位数最大值（max(n1,n2)），确保遍历能覆盖所有位。
逐位计算总和：循环中，当前位总和sum = a[i] + b[i] + jin

需注意，当i超过某数组长度时（如计算 “123+45”，i=2时b[2]未赋值，默认为0），
未赋值的数组元素视为0，避免漏算高位。
拆分当前位与进位：sum%10取总和的个位，作为结果数组c当前位的值（如sum=15，个位
5存入c[i]）；sum/10取总和的十位及以上部分，作为下一位的进位（如sum=15，进位1）。

特殊处理：收尾进位，避免结果漏位
当遍历完所有位后，若仍存在未处理的进位（如 “999+1”，遍历结束后jin=1），需
将进位追加到结果的最高位，否则会导致结果少一位：

代码通过if (jin != 0)判断：若进位不为0，则将进位存入结果数组c的len下标（此时
len是原加数的最大位数，对应结果的新高位），同时将len加1，更新结果的总位数。



高精度加减



高精度加减



高精度加减

核心运算：模拟竖式减法，逐位减 + 借位传递
代码复刻竖式减法的 “从低位到高位逐位计算” 逻辑
关键在于处理 “当前位不够减” 时的借位：
1.初始化变量
jie表示借位，初始化为0（每一位相减前无借位）；
len取两个数字的位数最大值（max(n1,n2)），确保遍历覆盖所有位。
2.逐位计算差值
循环中，当前位的被减数为 “原被减数位 - 上一位借位”，即：
sub = a[i] - jie - b[i]
若sub ≥ 0：表示够减，直接将sub存入结果数组c，借位jie重置为0；
若sub < 0：表示不够减，需向高位借 1 当 10（sub += 10），同时标记借位jie = 1

（下一位计算时需减去借位）。
示例：计算 “1000 - 1” 时，个位0 - 0 - 1不够减，借位后变为10 - 1 = 9，借
位jie=1；十位原本是0，减去借位后变为-1，继续借位…… 最终得到结果999。



高精度加减

去除前导 0，还原正确格式
减法结果可能因借位产生前导 0（如 “1000 - 999 = 0001”），
需通过以下步骤整理：
去除前导 0
从结果数组的最高位（len-1）往前遍历，跳过连续的 0：
条件len > 1确保当结果为 “0000” 时，保留最后一个 0（正确输
出 “0”）。
逆序输出结果
结果数组c是逆序存储（下标 0 为个位），需从len-1到0遍历输出，
还原 “高位到低位” 的正确顺序。
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高精度加减



高精度乘 T E A C H I N G  
C O U R S E W A R E  



高精度乘

核心运算：交叉相乘 + 进位处理（O (n²) 核心）
代码完全复刻竖式乘法的 “交叉相乘” 逻辑，通过双重循环遍历
两个乘数的每一位，累加乘积到结果数组对应位置，再统一处理进
位，这是 O (n²) 复杂度的关键：

1. 交叉相乘：逐位遍历，累加乘积到对应位
双重循环逻辑：外层循环遍历第一个乘数a的每一位（i从0到n1-1，
对应个位到n1-1位），内层循环遍历第二个乘数b的每一位（j从0到
n2-1，对应个位到n2-1位）。
乘积位置规则：根据竖式乘法原理，a[i]（第i位）与b[j]（第j位）
的乘积，会贡献到结果的第i+j位（如a[0]（个位）×b[1]（十位）= 
结果的第1位（十位）），因此代码通过c[i+j] += a[i] * b[j]，将每
一组乘积累加到结果数组的对应位置。



高精度乘

2. 统一处理进位：逐位拆分，传递高位
交叉相乘后，结果数组c的每一位可能是两位数（如c[0]=15、c[1]=22）
需按 “个位存当前位，高位作进位” 的规则整理：
初始化jin=0（进位初始为 0），遍历结果数组的最大可能位数（n1+n2）：
当前位总和 = 数组值 + 上一位进位（total = c[k] + jin）；
取总和的个位存入当前位（c[k] = total % 10，如total=15则c[k]=5）；
取总和的高位作为下一位进位（jin = total / 10，如total=15则jin=1）。
此步骤确保结果数组的每一位最终都是 0-9 的单个数字，符合数字表示规则。



高精度乘

O (n²) 复杂度的高精度乘法，本质是完全模拟竖式乘法的 
“交叉相乘” 规则：设大数 A 有 n 位，大数 B 有 m 位，
A 的第 i 位（从 0 开始，对应个位）与 B 的第 j 位相
乘，结果会贡献到最终结果的第 i+j 位（需叠加所有交叉
相乘结果，再处理进位），最终遍历所有 i 和 j 的组合
（共 n×m 次计算），因此时间复杂度为 O (nm)，当 
n≈m 时即为 O (n²)。
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